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Partie I

Ainsi la j*™ colonne de la matrice G(uy, ..., u,) s’écrit comme combinaison linéaire des autres
colonnes. d’otut g(uy. ..., un) = 0.

n
Ty = Z < uifu; > e;.= fle;).
J=1
A= (a,-j)ls,-‘js,l avec a;; =< €;,u; >

'AA = G(uy, ..., Un).

b) A inversible = ‘A A inversible = rg(G(uy, ...u,)) = n.

) r9(G(ur, -, un)) = n = g(ug, ..., un) # 0 et g(uy, ..., u,) = (detA)? > 0.

3) a) A = M(b,B. b est symétrique = la matrice A est symétrique. Il existe alors D
diagonale et P orthogonale telles que

‘PAP = D.
b)
Q = Pp_.B,-
M(b,B;) =" QAQ.

c) I
P = Pg .p. i
M(b,B') =* PAP = D. ?f
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d)
Glvy, .., va) =t AA

i 00 A est la matrice dans la base (uy, ..., u,) de 'endomorphisme f de H tel que f(u;) = v; pour
@ 1<i<n doncona

j2 = PB_,BI et G('Ul. ...,Un) =t PP =T

e)

G(vy, ..., vp) = =< v;/v; >=0pour i # jet <v;/v; >=1

= (vy, ...,v,) est orthogonale pour < / >
M(b,B’) = D = pour 7 # j, b(v;, v;) =0.

Partie 11

1) a) Soit y € F.
VteR, z+tye F

=
lla —z—ty|? > [la — 2.
=5,
la—z|? +E[lyl> — 2t <a—z/y >> |la— z]||?
=
A <a-—z/y><t|yl|*,vte R
s,
<a-—z/y>=0
=

a—z€F*.

Reciproquement, si a — 2 € F+.
Siz=aalorsa € F et |la—z|=0=d(a, F).
Siz#a,soitye€F.

la—z||?=<a—z2/a-z>=<a—y+y—z/a—z>=

<a—-yla—z>+<y—z/a—z>=<a-—y/a—z><|la-ylllla— 2|

lla =z < lla—yll

d’on
a—z|| = inf |la - y| = d(a, F).

b) Supposons qu'’il existe z, z’ éléments de F’ tels que

lla = 2|l = lla = Z|| = d(a, F).

on a alors :
lz=2|P=<z2—-2/2—2" >=<z—a+a-2[/z—2'>=0
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2) a) Soit € E. On note {ey, ...,e,} une base orthonormée de F. et y = ¥, < r/e; >
€; = F
<z-—-yle;>=<zfe;>—<z[e;>=0,V1<j<n.

=>zr—y€eFt
=>z=y+zavecy€ Fet ze FL.
D’autre part, soit z € F (| F*.
<ajr>=0=z=0= FEFE =Hol s

FeF!'=E.

b) Soit z € E, il existe un unique (y,.2) € FF X F- tel que r =y + 2.
Onaz—-yeFtetye F=|z—y =dzF).

¢) x — y vérifie, pour 1 < j < n,

<z—yle;>=0

:> n
< zfe; >=<) W%ei, €5 >
=1
=
n
Z < eife; Bgp == zfe; >
=1
=

n <zfeg>

Yo <z/es >
G(el,e-z, ...,en) . = v

Yn < xjle, >

<z/r >=<z—p(z) + Up(z)/z — Up(z) + Op(z) >
= “.’L’ —_ Hp($)2+ <5 HF(I)/HF(I) >
= (d(z,TIp(z)))*+ < Op(z)/p(z) > .

i)

<e/r >=<e;/z —lp(z) + Hp(z) >=< e;/IIp(x) > .




iii)

<efep> <efes> ... <efe,> <e/zT>
<eyfer> <eyfea> ... <efe,> <eyfr>
g(elenvl‘) = :
<esfer > <efep> .. <eyfe,> <efr>
<z/ey> <zfea> ... <zfe,> <z/x>
On écrit la derniére colonne sous la forme :
<e/z> < ey /lp(z) > 0
: i : + I
<ep/T > < e,/lp(z) > 0
"\ 2
< ol <Op(z)/Op(z) > (d(z, F))*
et on utilise la linérité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on trouve :
<efe1> <efea> ... <eife,> 0
<efer > <eyfea > ... <eyfe, > 0
g(e1,...en,x) = : : "2 : : &
<ieqle; > <Lepler> L. <eifes > 0
<zfey> <zfea> ... <zfen> (d(z,F))>
<efer> <efea> ... <efe,> < e /Ilp(z) >
<eyfer> <eyfea> ... <esfe,> < ey /llp(z) >
< esfer > <efen> i enle < en/lp(z) >
<zfey> <Lzflea> ..0ixgleg> <Iplz)lzlz) >

On développe ensuite le premier développement par rapport  la derniére colonne et on remarque
que la derniere colonne dans le second déterminant s’écrit comme une combinaison linéaire des
autres colonnes, on trouve :

gler, ..., en, z) = (d(z, F))*gley, ..., en).

iv) d’apres iii) on a :

3) a)
lz+ylP+llz -yl =<z+y/z+y>+<z-y/z—y>=
Izl + lyl* +2 < z/y > +z|P + lyl* -2 < z/y >= :
2([lzlI” + llyll?)
b) Z

d(a, F) = inf Jla - y]|

=, Vn € N, il existe y, € F' tel que :
1

d(a,F) < |la — y,|| < d(a, F) + —,
(@ F) < lla = yull < dla, F) + —=
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et on a alors :
lim |la — ya|| = d(a, F).
n—++00

2(llyn+p — all* + llgn — all®) = yn+p + ¥n = 2all* + [|Ynsp — vall’

”yrH-p - yn”2 T 2(”yn+p - a”2 + |lyn — a“2) i ”%H-p + Yn — 2‘1”2-

Le terme a droite tend vers 0 quand n tend vers +oc.
= (Yn)nen est de Cauchy dans F
= (Yn)nen converge dans F.

d) Soit b € F tel que lim,, ..y, =b. On a :

lim la —yn|| = d(a, F)

n—-

lla — b]| = d(a, F).

)= ZL’:O"aiXi c .
Ona:VjeN, X' - X'*' e H =

VieN, <Q/X?-X*1>=0

—
Qp = O = v =00
i b)
Q:ao(1+X+...+X”)
P=0og(1+ X+ ...+ X?)—a(p+1)XP' € H
< @IFP5=0

=

<Q/Q—-ao(p+1)X7* >=0 i
=

p
S0 — aglp+ 1) < Q/X™ >=0
1=0

= (p+1)al=0=>0=0=Q =0.
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c) On a
H-={0}et H#FEcar 1+ X ¢ H

HoH-+E.

5




Partie IIT

1) F #0.
Soit f, g€ F et A € R.
fE€F = ilexisten; € N tel que f € F,,.
g € F = il existe ny € N tel que g € Fp,.
On suppose que n; < ng, on a alors f + Ag € F,,, C F.
d’ou F' est un sous-espace vectoriel.

2)a)i)e, € E=F
=
pour € > 0, il existe P € F tel que ||P — ep|s < €.
Or P € F = il existe ng € N tel que P € F,
d’ot, il existe P € F,, tel que [|P — e, < €.

ii)

PeF, = Vn>2n,PecF,
d’ou
Vn > ng , d(ep, Fr) < |lep — P2 < €.

b)

g(’lp()a seey wn’ep)
¢ dle-Fi= :
( P ) \J g(wo'; "‘aw'n)
A e

Ve > 0, il existe ng € N tel que VYn > ny,
g(1/}01 seey wnvep) = 62

9o, il :
lim g('l/}Os ceey ¢n1 ep) =0 g

R saeten g(¢0’---7¢n)

3) a) On sait que :

g ’d} -,-“1'¢n’e )
el \“(?L-o )

donc
lim d(e,, F,) =0, Vp € N.

n—-—+00

no
b) P € R[X] = il existe ng € N tel que P € R,,[X] et P sécrit : P =) _ ape,
=0

no no
d(P,F,) = ||P — HF':‘(P)HQ = || > apep, — g, (D apep)lle
p=0

p=0
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8ot d’apres la linéarité de I, on trouve :

d(P, F,) = “ iap(ep — g, (ep)“2 <
p=0

ng

> lapllle, — Mr,(ep)ll2 < D lopld(ep, F)
e p=0 p=0

VP € R[X], lim d(P,F,)=0.

n—-+00

c) i) d’apres le théoréme d’approximation de Weierstrass,

Ve > 0, il existe P € R[X] tel que ||f — Pl < €.

ii) On a
If =Pl £ If = Pl <.
iii)
P e R X]|= E{Ew diP F) = 0.

¢ e
- J il existe ng € N tel que d(P, F,,) < €
Y S

iv)

Py =I5 (P) € Fy,

If = Rlla=|If =P+ P — B
<||f = Pll2+ |1P — Fll2
<||f = Pll2 + ||P — IIg,, (P)|l2
<e+d(P F,)

< 2e.

L T e %

fo e O TR

d) d’apres iv) Vf € E et Ve > 0, il existe Py € F,, C F tel que ||f — P2 < 2e.
On adonc f € F et :

F=E.
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